Concursul Interjudetean de Matematica ” Grigore C. Moisil”
Editia a XXXIV-a, Baia Mare, 5 — 7 aprilie 2019

Clasa a XI-a

Problema 1. Calculati

L (N (e () 1Y
n—00 (pn)' VN ’

unde p > 2 este un numar intreg.

Dorel 1. Duca

Barem
Evident, pentru fiecare n € N*, avem

<(?;3:)! )” (p(m_)\;ﬁl) +1> = (((;ginn)n (p(/p—1)+1)".

................................................................................................ 1 punct
Deoarece, in baza teoremei lui Cesaro-Stolz,
lim 1o (n)PF\ " — im (p+1)Inn! —nlnn —In (pn)! _
=lim [p+1)In(n+1)—(n+1)In(n+1)+nlnn—1In(pn+p)!+In(pn)!| =
n—oo
. (n+1)? n+1\" 1
= lim In =In—
nsoo  (pn+1)(pn+2)...(pn+p) \ n epP
obtinem ca
ne+tl n\ » 1
T DA I
A \ ! e
............................................................................................... 3 puncte
Pe de alta parte,
] N ) _ 1 ymw(yr1)
lim p(p—1)+1)" = lim {(1+p({b/z_9—1))1)(%*1)} =
lim 71)( Y1)
— en—ooo % ePlnp — PP,
............................................................................................... 2 puncte
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Problema 2. Fie p,q € (0,00) cu pg < 1 si fie sirurile (z,,),,5,, (Yn),,>,, Pentru care

n>1.

Y

y?’L = T n
pPT-q
Calculati
. Iy

Andrei Horvat-Marc

Barem Fie n € N* un rang par, adica exista k € N* astfel ca n = 2k. Atunci

n n n—2 n—2 2 2
Yo = <p—n+q—n) + (pH +—qn_2> +... (p—2+q—2) +1.
q p q b q p

Cum £ + £ > 2 oricare ar fi z,y € (0,00), se obtine
Yor > 2-k+1=n+1, oricare ar ik > 1. .. ... 0,5 puncte
Fie n € N* un rang impar, adica exista k € N* astfel ca n = 2k + 1. Atunci

n n n—2 n—2 3 3
ynz(p—n+q—n)+(pn_2+%>+...<p—3+q—3>+<]3+g).
q p q p q p q P

Cum 2+ % > 2 oricare ar fi 7,y € (0,00), se obtine
Yol > 2+ ﬁf =n+1,oricare ar ik > 0. ... .. 0,5 puncte
In concluzie, y, > n + 1 oricare ar fi n € N*, deci sirul (y,),~, este nemarginit superior si

lim y,, = oo.

n—o0

Pentru subsrirurile de rang par, i.e. (952n)n217 (y2n)n21, avem

2n+2 2n+2 An+4 An+4
p q p +q

Yon+2 = Yon = 22 + p2n+ = (pq)2n+2 , n> 1.

si
An—+4 An+4\ —1
+q n
—) = (pg)*"**.

Ton+2 — Tan An+4 dn+4 p
Yon+2 — Y2n ( ) (PQ)2 2

Cum pg < 1, se obtine
x —
0< lim =222 220 <

— 9
n—00 Yon+2 — Yon

deci, conform teoremei Stolz-Cesaro, rezulta

. T2
lim == = 0.
n—oo ’an

2 puncte



Pentru subsirurile de rang impar, i.e. (Z2,41),51, (Y2n+1),>7, avem
2n+-3 2n+4-3 p4n+6 + q4n+6
= a1
(Pa)

q
Yon+43 — Y2nt1 = P et

p4n+6 + q4n+6

Ton+3 — Tan+1
n-+ n-+ < (p4n+6 + q4n+6) . (
Yon+3 — Y2n+1

(pq
Cum pq < 1, se obtine
Tonig — Ton
0 < lim =243 72l o 0,
=00 Yon+3 — Yon+1

deci, conform teoremei Stolz-Cesaro, rezulta

. Ton41
lim —— = 0.

n—o0 y2n+1
In final, deoarece
. T2 . Top41
lim = = lim —=— =0,
n—oo ’yzn n—oo y2n+1
deducem ca .
lim =% = 0.
n—oo yn

w) T (pg)™ .

2 puncte
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Problema 3. Fie n,p,q € N astfel incat 1 < ¢ < p < n. Daca exista A € M,, ({0,1}) astfel incat
matricea A - A are toate elementele de pe diagonala principald egale cu p si celelalte elemente egale cu g,
aratati ca:

a) p(p—1) =q(n —1);

b) A- At = A" . A;

Mircea Rus

Barem Fie A = (a;;) si B=A- A" = (b;).

Are loc .,

n
p="by = Za?j = Zaij pentru orice i € {1,2,...,n},
j=1

j=1
deci AU = pU, unde U vectorul coloana de ordin n cu toate elementele egale cu 1. Notam mai departe cu
J, matricea de dimensiune n X n cu toate elementele egale cu 1, astfel rezulta ca

A-J,=pJ, (1)
................................................................................................ 1 punct
si, prin ipoteza,

Din (1) si (2) rezulta

deci

A, astfel ele comuta:

v q . ..
ce arata ca A' — =J,, este inversa matricei
p

(At - an) Ao, (3)

p p—q
................................................................................................ 1 punct
Inmultind la dreapta in (3) cu (p — ¢).J,, rezultd pe baza lui (1) ci
(At = 9Jn> pIn=(p—a)Jn
p
g1, tinand cont ca J? = n.J,, obtinem
p



pP—qtqn

Din (4), suma ¥ a tuturor elementelor lui A* - J, este -n?. In acelagi timp, din (1) rezulti

p
ca ¥ = pn?, deci z%fqn -n? = pn?, care conduce in final la (a):
plp—1) =q(n—1). (5)
............................................................................................. 1 punct
Mai departe, folosind (5), putem rescrie (4) sub forma
At T, = pd,,
deci
I - A=pd,. (6)

Mai departe, din (3),
A A-Tg A= (p-gl,,
p

deci, pe baza lui (6) si (2),

q

At-Azz—?Jn-AJr(p—q)In=qJn+(p—q)In=A-At,

asadar rezulta (D). ... . 2 puncte
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Problema 4. Pentru o matrice coloand X = [z1, 22, ..., 2,)" € My1(Z) notdm cu f(X) cel mai mic
multiplu comun al numerelor x1, zs, ..., x,. Determinati matricele A € M,,(Z) cu proprietatea

f(X)=f(A-X), VX € My, (Z).
Vasile Pop

Barem Vom arata ca matricele A sunt cele care au doar n elemente nenule, egale cu 1 sau —1, cate unul
pe fiecare linie gi pe fiecare coloana (in total n!- 2" matrice).
Fie A = [ay]; jo17 € Mn(Z) si pentru X = [21, 7, ..., 2,]",

A-X =Y, Y =y, 9.y, unde y; = Zaijmj'
j=1

Din relatia f(X) = f(Y) obtinem conditia
" cmmm.c{xy, Ty, ..., Ty} = cmm.m.c.{y1, Y2, ..., Yn} ot Y.
e Daca luam 1 =2, = ... =z, = 1 obtinem z = 1 deci
1=y =cmmm.c{Ly, Ly, ..., L,},

unde L; = a; +a; + . .. +a;, este suma elementelor de pe linia i, i = 1,n. Rezulta, astfel cd L; € {—1,1},

deci pe fiecare linie avem cel putin un element nenul. ......... ... ... .. L 2 puncte
e Daca luam z; = —1, 2o = ... = x,, = 1 obtinem z = 1, deci
1 =y =cmmm.c.{—2a1; + L1, —2a91 + Lo, ..., —2a,1 + Ly}
astfel ca
—2ay + Li,...,—2am + Ly € {~1,1}.
Folosind ca L; € {—1,1} pentru orice i = 1,n, rezultd a1, as1,...,a, € {—1,0,1}.............. 2 puncte

e Argumentul anterior se extinde natural la toate coloanele matricei A; pentru coloana k se alege X
1, daca j # k

astfel incat z; = 1 dachj=k ° Astfel obtinem ca toate elementele matricei A sunt in multimea

{0, 0, L 1 punct

e Vom arata ca pe fiecare linie avem un singur element nenul. Daca prin absurd pe linia ¢ avem p > 2
elemente nenule, alegem matricea
t
X = [z1,29,. .., 2]

definind z; = a;; daca a;; # 0 si z; = 1 daca a;; = 0 si obtinem y; = p > 2 si atunci

cmmm.c.{yi,yo,...,Yn} # 1, contradictie.
................................................................................................ 1 punct
e Aratam ca pe orice coloana avem un element nenul. Daca prin absurd a4 = @91 = ... = a,; = 0
alegem r1 =2, 19 = ... = x, = 1 si atunci z = 2, insa

Y = 2a;1 + Z ai; =L; (aq =0)
j=2

y=cmmm.c{Ly, Ly,...,L,} =1

deci x # y, contradictie.
In concluzie
pe fiecare linie gi pe fiecare coloana avem cate un singur element nenul, egal cu 1 sau —1......... 1 punct



