Concursul Interjudetean de Matematica ” Grigore C. Moisil”
Editia a XXXIV-a, Baia Mare, 5 — 7 aprilie 2019

Clasa a XII-a

Problema 1. Fie ”-” o lege de compozitie asociativa definita pe multimea nevida M, cu proprietatea
ca exista m,n € N, cu 2 < n < m, astfel incat y™ - 2™ =y - x, oricare ar fi x,y € M.

a) Aratati ca ™" = 2™ oricare ar fi x € M.

b) Aratati ca daca exista in M element neutru in raport cu legea ”-” | atunci un element inversabil din
M comuta cu orice element din M.

Ovidiu T. Pop

Barem
a) Pentru orice x € M avem
e — xm(n—l) LT — (xn—1>m LT — [(xn—l)m . xn] LT — (LC . xn—l) LT = T e — xm)

adica egalitatea de la @). ... .. 2 puncte

Tinand seama de egalitatea din enunt, avem succesiv
m ey = (™)™ (Yt =y™ a2 =x -y, adica 2™ -y =x -y, Ve, y €M oo 2 puncte

Pe de alta parte, daca y € M, y este inversabil si y~! este inversul lui, adicd y ™! -y =y -y~ ! = e, unde ¢
este elemental neutru. Folosind rezultatul de la a) si egalitatea din enunt,pentru orice z € M avem ca

mn mn

Iy = Ty = (YY) = (2 yt) T =y [y ()] =
= (YT ) S Y e Y 2 puncte
adica ™" - y™" =y - x,oricare ar fi x € M, y € M inversabil.

Din (1) si (2) rezultacaun element inversabilcomuta cu orice element din M. .................... 1 punct



Concursul Interjudetean de Matematica ” Grigore C. Moisil”
Editia a XXXIV-a, Baia Mare, 5 — 7 aprilie 2019
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Problema 2. Fie (A, +,) un inel si z,y € A astfel incat exista m € N* pentru care (yxy)™ = 0. Aratati
ca elemntul 1 — y?zy?z este inversabil.

Gheorghe Rambu

deci 1 — ()™

a) y| (yzy)" = 0lyw = (y*)"" = =1
(I+y*z+...+ (22)") (1 —y?z) =1

Barem
m—+1 0’
(1 —=y’2) A+ y’e+...+ (P )") =

deci elementul 1 — g%z este inversabil. ... ... ... .. . 3 puncte
b)
Daca n = 2k este par, atunci 1 + y%x este inversabil ........... ... .. .. ... .. ... ... ... ... 2 puncte

Daca n = 2k + 1 este impar, atunci

k k
(1 — (ny)2> <1 + (P2 4.+ ((y%)2> ) =1= (1 + Pz 4.+ <(y2x)2> ) (1 - (y2x)2>
Atunci (1 +y%2) (1 —y%z) -b=1= (1 — y?x) b (1 + y*x), deci 1 + y>x este inversabil.

Deci elementele 1 — y?z si 1 + y2x sunt inversabile
atunci si (1 — y?z) (1 + y2x) = 1 — y?zy?x este inversabil ...................iiiiiiin... 2 puncte
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Problema 3. Aflati numerele reale aq,as, ..., a, € (0,00), ca n > 2, stiind cd a; +as+ -+ a, =n si

2

e —1
/ YIn(x +ay) - In(x +ag) - ... - In(x + a,)dr = €.
e—1

Adrian Botan

Barem
Dinze€le—1,e2—1]gia,>0rezultd In(x+ax) >0, k=1,m ..o, 1 punct
Fie f,g:[e—1,e*—1] = (0,00) cu f(z) = ¢/In(z+a1) ... -In(x +a,) si g(z) =In(z+1). Avem
e2—1
/ g(z)de = e
e—1
................................................................................................ 1 punct
Deci
e?—1 e?—1
| r@de= [ g (1)
e—1 e—1
................................................................................................ 1 punct
| oot n n
Dar f (x) n(r+m)+ —i—n(;v—l—a)_l (v+m)+ +(x+a):ln(x+1): (x) ... 2 puncte
n n
Cum f < g sunt functii continue pentru care are loc (1), se obtine f=¢ ................. 1,5 puncte

Deciz4+a=a+a=...=x+a,=a, =1, k=1,1 ..o . 0,5 puncte
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Problema 4. Determinati functiile continue f : [1,400) — R, cu proprietatatea ca pentru orice
x € [1,+00) i orice k € N are loc egalitatea

1

/jf(t)dt = /k+ Ft)dt.

Dan Barbosu

Barem Pentru k = 1 ecuatia devine

................................................................................................ 1 punct
Daca F': R — R este o primitica a functiei f,

atunci F (22) + F (1) = 2F (2) V2 € (1,00) ettt et et 1 punct

rezultd f(2) = 2 f(Z2)VE € [1,00) oottt 1 punct

Fie g: [1,00) = R, g(z) = xf (z) atunci g (2?) = g () V2 € [1,00) «oeirrriiiiiiiiiii . 1 punct

Atunci g (3/x) = g () V2 € [1,00) it 1 punct

g (z) = lim (%/E)zg(limx%"):g(l):f(l):aER .................................... 1 punct

Deci pentru k& = 1 singurele functii care au proprietatea impusa sunt

fa(a:):%,xe 1, 0)

Cum [ fo(t)dt = [% f,(8)dt = alnz, k € N*
1

rezulta ca functiile care au proprietatea din enunt sunt

fa(:c):%,xe 1, 00)



